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ABSTRACT 


This document presents a series of exercises designed 



to help elementary school children develop skills in mathematics and 
logic. By means of stories, games, questions, and illustrations, the 
first set of exercises presents the idea of number systems with bases 
other than 10. similar means are used to explain the concept of 
exponents and to teach the children certain logical relationships. 
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ACTUALIZACION -MATEMAT ICA 



ALplantear en nuestro primer fascicule la necesldad de una actuallzacldn 
matematica en los maestros de ensefianza primarla y los aportes que haremos 
a ella, suglrlendo los posibles camblos en la tecnlca de la ensefianza de 
las matcmatlcas prlnclpalmente en lo concernlente a los primeros afios de 
la escuela, queremos a lo largo de nuestra obra Introduclr una serle de 
ejerclclos capaces de gular a los nlfios en el desarrollo loglco -matematlco 
sea el caso de los conceptos relacionados con la Idea de numero. 

Es facil reconocer que el estudlo de la teoria de conjuntos nos lleva a 
hacer conslderaclones de orden loglco por lo cual debemos pretender, al en 
sefiar lao matematlcas, buscar el desarrollo de las facultades necesarlas al 
alumno en el mafiana. Preclsamente , uno de los medlos dentro de los muchos 
propuestos se fundamenta en la varlabllldad de experlenclas concretas y dl£ 
tlntas sobre las cuales pueden efectuarse tareas matsmltlcas equlvalentes. 

Asi por ejemplo el jugar en distlntas bases permlte abstraer el concepto de 
valor de poslclon con mayor facllldad que cuando se aprende excluslvamente 
en base 10, de este modo los numeros sur’^en como propledades relatlvas a con 
Juntos de objetos que permlten abstraerse. 
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LA NUMERACION EN DISTINTAS BASES 



Nos encontraT.os en un pafs que llamaremos el "pa£s de tres" cuya - 



bandera 






vemos ac^. 



A los nifios de este pafs les gusta Jugar, formando conjuntos de 
tres clementos . Por ejemplo hacen rondas de la manera slgulente: Cuan 
do uno da la seflal se agrupan en rondas de tres (declmos que esas ron- 
das son pequefias) 
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Figura 1 

Pucde ocurrlr que uno o dos nlflos queden fuera de kas rondas. 
Obteni.endosc , al representar en el tablero la slgulente sltuacldn 
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Figura 2 
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Dcspues de otra seflal , tres rondas pequeflas se agrupan para forinar 
una ronda nedlaaa; lo que se obtlene entonces puede ser representado por: 




Si hay tres rondas medlanas, se agrupar^n tres de ellas para for- 
mar una ronda grande. 

El profesor les hace separar y agrupar de nuevo totalmente, esco- 
giendo otros amigos para format rondas pequeflas; as£ se dar^n cuenta 
que la representacidn es siempre la misma, aunque cambien de posicidn 
los niflos que forman las rondas pequeflas de tres. 

Pero si se incluye el prcfesor en las rondas, cambia la representa 
cion inicial . A1 unirse con los dos alumnos que sobraban, forman una 
ronda mediana y se obtiene el grdfico mostrado en la Figura 4. 
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Figura 4 
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Un alumno se xii^-cuenta qua pfura recardar suf iclente anotar 

el Tiumero de rondas de cada tipo, as£: 




Figura 5 



I . Y, haclendo- la-^convancl6g da-aowtai^ prlmero-laa rnrdaa mito 
ersndes, ,es suflclente escrlblr 100 (we .e Ue do., cero, cere). 

E.te Juego se puede reallsar con materielcs dlferentcs, por_ ejemplo 



con pledras, en el suelo 



> 




Un alumno se xll^ cuenta qua para recardar era auflciente anotar 
el Tiumero de rondas de cada tlpo, as{: 
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Figura 5 



Y, hacienda- la- ccnveocliSa de.-aiyitar' prloexo -Ioa .ror daa x&ds 
grandee, ea eufictente escriblr 100 (que se lee doe, cero, cera) , 

Este ^uego se puede reallzar con materiales diferentee, por ejemplo 
con pledras, en el suelo 




Encerrando en una casa pequefia un con Junto de tree pledras, des- 
pues se enderran en una casa medlana tree casas pequefles, y as£ suce 
s Ivamente . 

En otra escuela tlenen la suerte de dlsponer de ladrlllos dc "extt£ 
landia". Con tre$ ladr^lllos forman una torre peqtiefia, con tree torres 
pequefias forman una ti*rre medlana, con tree torres medlanas iina grande, 
etc. 

En otra escuela empacan fdsforos de la manera slgulente: cuando 
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clanen trea f os faros los colocan an una caja de fdaforaa , cuandn crienen 
eras cajas de fdsforos (con alamentos)' colocaa; esaa tres an una caja 
de clgarrfllos cuando cianen crea cajas die (rtgarrillaff^ cada una con 
sus eras cajas de fosforos co>locaa asaa cajaa cfe. cigarrflliaff en una 
caja mas gyaade, etc. 

Otros dlbujan drboles con -variaa piss*. En cada p.tao una rama 



se parte en tree. 
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tlenen tres fdsforos los colocan en una caja de fdsforos, cuando tlenon 
tres cajas de f6sforos (con elementos) colocan eaas trcs en una caJa 
de clgarrlllos, cuando tlenen tres cajas de clgarrlllos, cade una con 
sus tres cajas de f6sforos colocan esas cajas de clgarrlllos en una 
caja rails grande, etc. 

Otros dlbujan jrboles con varlos pises. En coda plso una rama 
se parte en tres. 




Plso Dos 
Plso Uno 



Plao Cero 



En otra escuela del "pals de tres" usan un OONTADOR que se presen 
ta corao un estante al cual estS fljada una table que glra alrededor de 



Tabla 



Blsagra 





Plso "tres" 










Plso "dos" 








Plso "uno" 








Plso "cero" 





una blsagta. Dlsponen tarn- 
bl4n de cajltas de plAstlco 
transparente. 



Para encontrar el numero de elementos de un conjunto proceden de 
la slgulente raanera: Deposltan un elemento del conjunto en una caja de 
plastico que colocan en el plso "cero". SI efectuan esta accl6n tres 
veces en tal forma que cuando hay tres cajas (que tlenen cada una su 
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elemento) en el plso cero, sacan las tres cajas del contador y ponen 
el contenido de ellas en una sola, que colocan en el plso superior, 
cs declr, el plso "uno". Contlnuan echando un elemento en una caja 
que se coloca en el plso Vcero" hasta tener tres cajas, monento en el 
cual se replte lo anterior. De una manera general, cuando llegan a 
tener tres cajas con elementos en el plso "n" sacan esas tres cajas 
del contador y deposltan el contenido de ellas en una sola que colo- 
can en el plso "n + 1". Se podrla colocar otro contador sobre el pr^ 
mero si ese no tlene un numero suflclente de plsos. El proceso se de 
tlene cuando todos los elementos de nuestro con junto hayan sldo colo- 
cados en las cajas del contador. 
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elemcnto) cn el plso ccro, sacan las trcs cajas del contsdor y ponen 
el contenido de ellas en una sola, que colocan en el plso superior, 
cs dcclr, cl plso "uno". Contlnuan echando un elemento en una caja 
que 80 coloca en el plso Vcero" hasta tener ties cajas, momento en el 
cual se repltc lo anterior. Oe una manera general, cuando llegan a 
tener tres cajas con elementos cn cl plso "n" sacan esas tres cajas 
del contador y dcposltan el contcnldo de ellas en una sola que colo- 
can en el plso "n -f 1". Se podrla colocar otro contador sobre el pr^ 
mero si ese no tlenc un numero sudclente de plsos. El proceso se de 
tlene cuando todcs los elementos de nuestro con junto hayan sldo colo- 
cados en las cajas del contador. 






Flgura 9 



Supongamos que tenemos la sltuacldn ccrrespondlente al esquema 
presentado en la Flgura 9. 

SI sobre la plancha que glra, y en cada plso, colocamos una et^ 
queta sobre la cual hemos escrlto el numero de cajas que hay en el plso 
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correspond lente obtenemos para nuestro ejemplo o 7 para notar el 

1 

nilmero de elementos, slguiendo la escrltura convenclenal, bastard con 
one hagamos glrar la tabla ; as£ tendremos entoncisS 201 que es el car 
diral o nuraero de elementos del conjunto conslderado Inlclalmente. 

0.T0'. 201 en el "pafs de tres” no se lee dosclentos uno, sino DOS CEP.O 

UNO . 
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Para escribi.r la llsta de numeros en el "pa£s do tres", los alum* 
nos utlllzan el contador, colocan un elemento en el aparato y escrlben 
el nuinero correspondlente; contlnuando el procaso como se dljo anterior 
mente . 

Obtienen una lista cuyo prlnciplo es: 1, 2, 10, 11, 12, 20, 

21 , 22 , 100 , 101 , 102 . 

NOTA: Esta lista debe el lector encontrarla por s£ mlsmo. 

Hay un Juego con dados que le gusta a los nifios: se Juega por gru- 
pos de cuatro, un alumno desempefla el papel de Banco y es 61 quien dis- 
pone de bllletes 
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Flgura 10 

Un alumno coge un dado y lo lanza: 
Si sale. 


















PAIS DE TRES 




PAIS DE TRES 




PAIS DE TRES 


r i : ' * * 
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dice 12 (se lee uno dos) y el banquero debe 



Jarle la .auma correspond lente o sea un blllete de 10 y dos de 1. 
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Cuando tlene tres bllletes del rnlsmo valor debe camblarlos por 
otro. Cada alumno Juega a su turno. Gana el alumno que, al fin del - 
perlodo, tlene mds plata. 

Problema ; Si un alumno Juega sels veces y caca una vez cada aume 
ro cudnto tendrfa? Esto en el "pais de tres". 



O 




Otro juego bastante interesante es el sigulente: Se dibuja en el 

suelo una figure como la de la grdfica 11 







Figura 11 



Cuando tiene tres bllletes del ntismo valor debe cambiarlos por 
otro. Cada alumno juega a su turno. Gana el alumno que, al fin del ~ 
perlodo, tiene mds plata. 

Problem a ; Si un alumno Juega sela voces y baca una vez cada nume 
ro cudnto tendria? Esto en el de tres". 

Otro Juego bastante interesante es el slguiente: Se dibuja en el 
suelo una figure como la de la grdfica 11 




r.; 

Figure 11 

Para pasar de una casita a la siguiente como lo indica el dibujo, 
el calumno debe decir el numero correcto. Por ejemplo, para pasar de 
la "Casa A" a la "Casa B" el niflo debe decir 121. Gana qv'.ien llegue 
mas lejos . 




Figura 12 
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Completar 
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La flecha slgnlflca: 

"es Inmedlatamente anterior a". 
Se pueden hacer tamblen esquemas 
que corresponden a la relacldn 
"es Inmedlatamente posterior a". 



Ahora se plantea otro problema: SI Juan dice a Pedro "te preste 

21 bolltas, debes devolvdrmelas". Pedro tlene que hallar un con Junto 
conoclendo su cardinal. Cdmo hace? Claro estd, si conoce perfectamen 
te la llsta de los numeros los podr^ contar 1, 2, 10, 11, hasta que 

llegue a 21, pero si no conoce blen esa llsta las colocard una por una 
en el contador, Indlcando cada vez el ndmero de elementos oue se encuen 
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La flecha signiflca: 

"es Inmedlatamente anterior a". 
Se pueden hacer tanbl^n esquemas 
que corresponden a la relacldn 
"es inmedlatamente posterior a". 



Ahora se plantea otro problems : SI Juan dice a Pedro "te preste 

21 bolltas, debes devolvermelas". Pedro tlene que hallar un conjunto 
conoclendo su cardinal. C6mo hace? Claro estd, si conoce perfectamen 
te la llsta de los numeros los podrd contuc 1, 2, 10, 11, hasta que 

llegue a 21, pero si no conoce blen esa llsta las colocarS una pc., una 
en el contador, Indlcando cada vez el numero de elementos que se enruen 
tran en el aparato hasta llegar a 21, o tamblen puede colocar sus bolltas 
em el suelo y hacer rondas. 
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Nos^ encontramos ahora en el "pa£s de cuatro" cuya bandera Be- 
lt'^ 
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CuSl ser^ la dlferencla con el"pa£s de tres"? Sen< 



clllamente dlr£amos: En lugar de hacer las agrupaclones en tres, se 

hacen en cuatro; en esta forma podemos practlcbr los mlsmos Juegos 
as£: en vez de hacer rondas de tres se hacen rondas de cuatro, etc> 

Usando cl contador, cuando hay cuatro cajltas con elementos en 
un plso n se deposita el contenldo de esas cuatro cajas en una so- 
la y se coloca en el plso n -f 1. El prlnclplo de la llsta de numeros 
en base cuatro es: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 
23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103. 

Los billetes que clrculan en el"pa£s de cuatro" son; 



PAIS DE CUATRO 



PAIS DE CUATRO 




PAIS DE CDATEO 
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Nos^ encontramos ahora en el ''pals de cuatro" cuya bandera se* 

% ; 



rla: 






Cudl serd la dlferencla con el"pal8 de tres"? Sen- 



clllamente dlrfamos: En lugar de hacer las agrupaclones en tres, se 

hacen en cuatro; en esta forma podemos practlchr los mlsmos Juegos 
asf; en vez de hacer rondas de tres se hacen rondas de cuatro, etc* 
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Usando el contador, cuando hay cuatro cajltas con elementos en 
un plso n se deposits el contenldo de esas cuatro cajas en una so- 
la y se coloca en el plso n + 1. El prlnclplo de la llsta de numeros 
en base cuatro es: 0, 1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 
23, 30, 31, 32, 33, 100, 101, 102, 103. 



Los billetes que clrculan en el"pals de cuatro" son: 













PAIS DE CUATRO 




PAIS DE CUATRO 




PAIS DE CUATRO 
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Pruebas : 




o 

o. 



V X 



J 



Escclblr el 
numero de - 
elementos de 
este conjunto. 
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Jr Jr 
JC V 



( 2 1 ^ 

Dibuje los 
elementos del 
grdfico cuyo 
cardinal e* 21. 




Complete las 
flechas de e£ 

te cuadro si 

cada una slg- 
nlflca "... es 
seguldo por . . . ' 
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Problemas de Fronteras. 



Los parses "de tres" y "de cuatro" son veclnos, su8 habitantes 
vlajan a menudo de un pa£s al otro. En cada pa£s no se permlte que 
la gente lleve dlnero del otro, de tal manera que cuando uno llega a 
la frontera debe Ir al banco para camblar su plata, pero all£ por un 
blllete de 1 de un pa£s se dd un blllete de 1 de cualquler otro. 
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Problems ; Un seflor del "pa£s de tres" se presents al Banco con 
dos bllletes de 100 y un blllete de 10. Qu4 bllletes del "pa£s de cua 
tro va a recibir? La manera mds sencllla de proceder conslste en cam- 
biar los bllletes de 100 y de 10 por bllletes de 1 del mlsmo pals y 
despues camblar los bllletes de 1 por bllletes de 1 del otro pals, 






Problemas de Fronteras. 



Los pnises "de tres" y "de cuatro" son veclnos, sue habltantes 
viajan a menudo de un pa£s al otro. En cada pa£s no se permite que 
la gentc lleve dinero del otro, de tal manera que cuando uno llega a 
la frontera debe ir al banco para cambiar su plata, pero all£ por un 
billete de 1 de un pa£s se dd un billete de 1 de cualquier otro. 

Pr obi etna ; Un seflor del "pa£s de tres" se presents al Banco con 
dos billetes de 100 y un billete de 10. Qu4 bllletes del "pa£s de cua 
tro va a recibir? La manera m^s sencilla de proceder conslste en cam- 
biar los billetes de 100 y de 10 por bllletes de 1 del mlsmo pais y 
deepues cambiar los bllletes de 1 por bllletes de 1 del otro pais, 
y por fin cambiar los bllletes de 1 por otros de 10 o de 100. 



Exlsten, para resolver, otros problemas slmllares: Unas personas 
se trasladan del"pais de cuatro" en barco il "pais de tres" 




Flgura 16 
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Si una persona del "pa£s de cuatro" dice: "se van 12 personas" 1 

una persona del "pais de tres" dlrd "llegan 2 0 personas". 

'i 

Si una persona del pais de tres dice: "se van 2 20 personas" la 

del"pais de cuatro" tendrd que declr: "llegan > • - personas". 



PAIS DE TRES 


CONJUNTO DE LAS 
PERSONAS QUE SE 

ENCUENTRAN EN EL 
BARCO 


PAIS DE CUATRO 




0 0/0 
y] Jv 
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Si una persona del "pais de cuatro" dice: "se van 12 personas" 
una persona del "pals de tres" diri "llegan 20 personas". 

Si una persona del pals de tres dice: "se van 2 20 personas" la 

del"pals de cuatro" tendrfi que declr: "llegan - - - personas". 



PAIS DE TRES 


CONJUNTO DE LAS 
PERSONAS QUE SE 

encuentran en el 

BAR CO 


PAIS DE CUATRO 
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Veamos que sucede en el "pals de dos". En este pals no usan slno 
dos slmbolos para escrlbir los niSmeros, ellos son el slmbolo 0 y el 
slmbolo 1. Los nlilos de ese pals conocen muy bien el Juego slgulente, 
efectudndolo para determinar el numero de elementos de un conjunto de 

objetos; los alumnos se ponen en fila con las manos abajo, frente al 
conjunto 




Flgura 18 
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Cuando el profesor deja caer un elemento, el alumno "A" levanta 
una mano, encontrdndose en la sigulente sltuacldn: 




A1 caer otro elemento del conjunto; cada niflo "A” baja la mano - 
pero B al notar esto, sube la suya, de tal manera obtenemos esta grA 
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flea 
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Cuando el profesor deja caer un elemento, el alumno "A" levanta 
una mano, encontrAndose en la slgulente sltuacldn: 




A1 caer otro elemento del conjunto; cada nlflo "A" baja la mano - 
pero B al nctar esto, sube la suya, de tal manera obtenemos esta grA 
flea 




Flgura 20 



Cae otro elemento, entonces A levanta nuevamente la mano 







Flgura 



21 



25 



C - 13 - 



Si cae otro elemento, "A" caobia de posicidn au mano (la baja) y 
"B" quien la tenia levantada la baJa, pero "C" al notar que "B" baJa 
la mano, levanta la suya. De tal manera obtenemos la grdfica 22, ha- 
biendo caido cuatro objetos 




Figure 22 

La situacidn obtenida al caer .nuevamente otro elemento del con- 
junto serla 
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SI cae otro elemento, "A" carobla de posiclon su mano (la baja) y 
"B" qulen la ten£a levantada la baja, pero "C" al notar que "B" baja 
mano, levanta la suya. De tal manera obtenemos lo grdflca 22, ha- 
blendo caldo cuatro objetos 



E D C B A 




Flgura 22 

La sltuacion obtenida al caer nuevamente otro elemento del con- 
junto ser£a 




Supongamos que despucs de la ca£da del viltlmo elemento se obtlene 
esta gr^.rica 
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El profesor .ntonces dice: "cne mano arriba correspende a 1 y 
laa .aanoa abajo correaponde a 0" per conalgulente el cardinal del 
conjunto es 10 11 (Grif ica 24) . 



De esa nanera ae puede taiablln eacrtblr el principle de la Hat 
de loa ndneroa 0. 1 . 10 . n. ,00. 101, 110 , 111. looo ... 



Un Juego almllar ae podrla practlcar en otro pala: el "de tree" 

por ejemplo, pare habrla tree poalclonea poalblea: 

- laa dea nanoa abajo (,ue correaponde al 0) 

una mano arriba (que correaponde al 1) 

- doa manos arriba (que correaponde al 2) 

La pelicula del juego aeria: 
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El profcsor enf.onces dice: "una mano arrlba corresponde a 1 y 
las manos sabajo corresponde a O'* por conslgulenCe el cardinal del 
conjunto cs 10 11 (Grdflca 24) . 



De esa manera se puede tambldn escrlblr el prlnclplo de la lists 
de los numeros 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000 ... 



Un Juego similar se podrla practlcar en oCro pals: el "de tres" 

por ejemplo, pero Itabrla tres poslclones poslbles: 



- las dos manos abajo (que corresponde al 0) 

- una mano arrlba (que corresponde al 1) 

- dos manos arrlba (que corresponde al 2) 



La pellcula del Juego serla: 
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esta vez. 


"B" cambla 


de poslclon de 



o 



o 






il 

o 



'fV 



"a" 



baja las dos manos. De la mlsma manera "C" cambla de poslcldn cuando 
"B" baja las dos manos, etc. 



C Q 

aO 



..-N 







\ 



\ 



En Colombia, en qu4 pa£a estamos? El principio de la lista de 
l09 enteros se escribe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
11, ... se usan diez sfmbolos, en el contador se cambia de piso cuan 



do hay diez cajas en un piso; entonces, estamos en el pa£s de diez. 

En una escuela de Colombia los alumnos tienen un juego con los siguien 
tes elementos de madera: 



- cubitos 



yi 



/ 



reglas formadas por 
diez cubos pegados 




Figura 27 



places que se obtienen 

pegando diez reglas (o cien cubos) 
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cubos que se obtlenen 
pegando 10 placas 




Figura 29 



cubos que se obcienen 



pegando 10 placas 




Figura 29 

Para hallar el cardinal de un conjunto de cubltos, se cambian el 
mayor numero posible de cubltos por reglas, despu^s el mayor numero 
poslble de reglas por placas, slgulendo slempre la condlclon de camblo 
cual es la de dar: 10 cubltos por una regia 

10 reglas por una placa 
10 placas por un cubo 

Vamos ahora al "pals de doce", para escrlblr los numero, en ese 
pals usan los sfmbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, y ottos 

dos raros que reeraplazaremos por a y b. El prlnclplo de la llsta 

de los enteros en base, doce es 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

a, b. 10, 11, 12, 13, - - 19, la, lb, 20, 21, 22, ... 

En esc pals dlcen: el numero de meses por aflo es 10. 



\ 
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LAS POTENCIAS 



Volvamos a conslderar el aparato para la numeracl6n. 



Plso 


3 


Plso 


2 


Plso 


1 


Plso 


0 
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Que tenemos dentro de una 
caja del plso 2 en el pals 
del dlez? 

Para tener una caja en el 
plso uno, necesltamos 10 ele 
mentos y para tener una caja 
en el segundo plso neceslta- 
mos dlez cajas de dlez elemen 



tos, o sea en cada caja del segundo plso tenemos clen elementos. SI clen 
es 10 , entonces podemos declr que 10 es el numero de elementos que 
se encuentran en una caja del segundo plso en el pals del dlez. 



I ERiCl 



Que es 4 ? Es lo que hay en una caja del tercer plso en el "pals 
de cuatro". Cudntos elementos tuvlmos que sublr del plso cero para 
obtener una caja del plso tercero? 



Volvamos a conslderar el aparato para la numeracldn. 



Que tenemos dentro de una 
caja del plso 2 en el pals 
del dlez? 

para tener una caJa en el 
plso uno, necesltamos 10 ele 
mentos y para tener una caja 
en el segundo plso neceslta- 
mos dlez cajas dc dlez elemen 
tenemos clen elementos. SI clen 
es el numero de elementos que 
se encuentran en una caja del segundo plso en el pals del dlez. 

3 

Que es 4 ? Es lo que hay en una caja del tercer plso en el "pals 
de cuatro". Cudntos elementos tuvlmos que sublr del plso cero para - 
obtener una caja del plso tercero? 




Plso 


3 


Plso 


2 


Plso 


1 


Plso 


0 
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tos, o sea en cada caja del segundo plso 

2 2 
es 10 , entonces podemos declr que 10^ 



Flgura 31 
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Que es 10° ? E s tamos en el '*pals de dlez". Que se encuentra en 

una caja del piso cero? Segun dljlmos, en todos los pa£ses precede - 
mos del mlsmo modo para llenar las cajas del plso cero puesto que slem 
pre ponemos un elemento en cada caJa. Entonces 

10 ® * 1 

Ahora qu^ representa 4® ? Es el nurnero de elementos que hay en 
una caja en el plso cero en el "pals de cuatro"* Es declr encontramos 
tambldn uno, esto es 



4 ° 



1 



I Que es 10 ? Estamos en el "pals de dlez". Que se encuentra en 

una caja del piso cero? Segun dljimos, en todos los palses precede - 
raos del raismo mode para llenar las cajas del plso cero puesto que siem 
pre poneroos un eleraento en cada caja« Entonces 

1 

1 

10 ° - 1 

I 

I 

I 

Ahora qu4 represents 4° ? Es el nunero de elementos que hay en 
una caja en el plso cero en el "pals de cuatro". Es declr encontramos 

, tambldn uno, esto es 

4° - 1 

Qud es n°, si n represents un entero natural superior a cero? 

^ Como vamos a proceder? Exactamente del mlsmo modo, colocando un ele* 

mento en cada caja del piso cero. Desde luego 

n° = 1 

Como escribir 1971 utlllzando las potenclas? Cuando escribijnos 
1971 queremos decir que, viviendo en el"pals de diez", tenemos una ca- 
Ja en el plso tres o sea 1 X 10 , nueve cajas en el piso dos o sea 

9 X 10 , slete cajas en el plso uno o sea 7 X 10^ y una caja en 

el plso cero o sea 1 X 10° desde luego 

1971 = 1 X 10^ + 9 X 10^ + 7 X 10^ + 1 X 10° 

Eu el "pals de cinco" se podrla considerar 

2X5^ + 3X5^ + 2X5^ + 4X5° 

Eso representa un numero; como se escribe ese numero en el "pals 





de diez"? 339 
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Pocc a poco llegamos a los polinomios del tipo 

a x” + a , x” " ^ + - - - + a 
n n-l o 

' en el case particular siguiente: 

X es un entero natural superior a uno 
todos los coeficientes a^ son enteros inferiores a x ( i va* 
r£a de n a o) . 

EVALUACION DE LOS CONOCIMIENTOS ^QUIRIDOS: Completar el siguiente 

cuadro. 



PAIS DE DOS 


PAIS DE TRES 


PAIS DE GINCO 


PAIS DE DIEZ 


1 o 










lO 










1 0 










■ lO 








1 2 






20 




lOO 










2 2 










1 4- 


4 




Figura 32 
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ALGO DE LOGICA MATEMATICA 



Construyamos dos con juntos A y B, conslderemos sobre cads 
uno de ellos la proposlcldn: TODOS LOS CABALLEROS DEL CONJUNTO ' 
LLEVAN SOMBRERO 



O 
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Todoa los Caballeros 
del con Junto A lie 
van sombrero 



Estaremos de acuerdo al declr que esa proposlcldn es verdadera, 



ALGO DE LOGICA MATENATICA 



> S 




Construyanos dos con Juntos A y B, conaideremot aobre cada 
uno de elloa la propoalcldn: TODOS LOS CABALLEROS DEL OONJUNTO - 
LLEVAN SOMBRERO 




Todoa loB Caballeros 
del conjunto A lie 
van sombrero 



Estaremos de acuerdo al declr que esa proposlcldn es verciadera, 
puesto que no podemoa Indicar uno que no lleve aombrero 

Ahora, al declmoa 




Flgura 2 

Comprobamos que ea falsa porque podemoa seflalar uno que no 
lleva sombrero. Pero SI NO SE PUEDE ENOONTRAR por lo menos - 




O 



i 



J 






UNO QUiS NO CUMPLA LA OONDICION, entonces NO SE PUEDE DECT.R QUE SEA 
FALSO; asl por ejemplo en el con Junto C (Figure 3) tenemos: 





Todas las nlfies del 
Conjtinto C llevan 
sombrero 



C 
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No se puede aflrmar que sea falso porque no exlste en C una 
nlfla que no lleve sombrero. 



Conslderemos ahora una proposlcldn cualqulera, dlstlngamo^ ''a 
de su negaclon y de su proposlcldn contrarla: 



UNO QUE NO CUMPLA LA OONDICION, entonces NO SE PUEDE DECIR QUE SEA 
FALSO; as{ por ejemplo en el conjunto C (Figure 3) tenemos: 



‘O' 

I 

C' 

V 






f 



a 



Todas las nlflas del 
Conjunto C llevan 
sombrero 



Figure 3 

No se puede a firmer que sea falso porque no exlste en C una 
nlfia que no lleve sombrero. 

Conslderemos shore una proposlcldn cualqulera, dlstlngamos la 
de su negacldn y de su proposlcldn contrarla: 







Esta sltuacldn corresponds 
a la NEGACION de 

En cada taza hay caf^ 



u uuu 



Esta sltuacldn corresponde 
a la OONTRARIA de 

En cada taza hay cafd 



Figure 4 
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Representemos por el sfmbolo p la proposlcldn "en cada taza 
hay cafe" y deslgnemos corao "no p" la negacldn de p y como 
"co p" lo contrarlo de p. Veamos si ellas con clertas o falsas, 
colocando el resultado en un cuadro: 



\ u u u 
u u 


proposlcldn 


clerto 


falso 


P 




X 


no p 


X 




CO p 


X 







proposlcldn 


clerto 


falso 




P 




X 




no p 


X 




■ 


CO p 




X 
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Conclualdn: 



Para que la NEGACION de una proposlcldn sea clerta (o que la 
proposicidn sea falsa) es SUFICIENTE que haya UN elemento el cual 
no la cumpla. 

Para que la CONTRARIA de una proposlcldn sea verdadera es - 
NECESARIO y SUFICIENTE que TODOS los elenentos no la cuioplan. 
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Imapinemos esta nueva sltuacldn: 




D 

Figura 6 

*'Todo8 lo8 caballero8 del conjunto D llevan 8ombrero" 



Luego : 





un elemento de este 




ese elemento 


S I 


conjunto es un caba 


ENTONCES 


lleva un som 




Hero 




brero 



o, dicho de otra manera: 



ser Caballero 



1 M P L I C A 



llevar aombrero 



lo que eacribimos 



aer caballero 




llevar sombrero 



podemoa aflrmar que eaa propoaicldn ea cierta en el conjunto ante* 
rior pero no lo ea en cualquler conjunto . 
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En 0 I conjunto E exlste un caballero que no lleva sombrero 
("existe un" se debe entender como "exlste por lo menos un" lo que 
a veces se represents por el slmbolo entonces, en ese caso 




scr caballero 



E 



Flgura 7 



llevar sombrero 



pero, en ese mlsmo conjunto E se puede aflrmar: 



no llevar sombrero 




ser caballero 



pues todos los que no llevan sombreros son caballcros, o no se pue 
de encontrar nlngiln elemento que tenga las dos propledades: 



"\ 



i 







X 



En el conjunto E exlste un Caballero que no lleva sombrero 
("exlste un" ae debe entender como "exlste por lo menos un" lo que 
a veces se representa por el slmbolo entonces, en ese caso 




pero, en ese mismo conjunto E se puede aflrmar: 



pues todos los que no llevan sombreros son caballeros, o no se pue 
de encontrar nlngun elemento que tenga las dos propiedades: 



ser Caballero 



no llevar sombrero 



no llevar sombrero 



no ser cabal lero 



Pero : 



ser Caballero 









no llevar sombrero 



pues se puede encontrar un elemento que presente las dos propiedades: 



Ser Caballero 



llevar sombrero 
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Otra IMPLICACION cierta en el conjunto E: 

=> 

Pero la IMPLICACION RECIPROCA (que se obtlene camblando de po- 
8lcl6n las propledades) es falsa 







pues exlste un elemento que lleva sombrero y no es dama. 



Conslderamos ahora el REFERENCIAL F 




Podemos aflrmar: 



ser Dama 



=> 



no llevar Sombrero 



] 



El conjunto de las damas ES UN SUBCONJUNTO de las personas que 
no llevan sombrero 



Pero: 



no llevar sombrero 






ser dama 
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El conjunto de las personas que no llevan sombrero NO ES UN 
SUBCONJUNTO del conjunto de las damas. 



llevar sombrero 




ser Caballero 



El conjunto de las personas que llevan sombrero ES UN SUB- 
CONJU^ITO del conjunto de los caballeros (por no tener slno un ele 
mento ese conjunto se llama CONJUNTO UNITARIO) . 

Pero se puede tamblen declr que: 

El conjunto de los caballeros NO ES UN SUBCONJUNTO del conjun 
to de las personas que llevan sombrero y 

Aparece entonces una relacl6n entre la nocl6n de subconjunto y 
la noclon de Impllcacldn. 

De una manera general sea el conjunto F; deslgnemos como F (p) 
cl subconjunto de los elementos de F que tlenen la propledad p; 
de la lalsna manera deslgnemos como F ( q) el subconjunto de los ele- 
mentos que tlenen la propledad q. 



llevar sombrero 



ser Caballero 



Por ejemplo: 



p ■» ser dama 
q ■■ no llevar sombrero 
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Para estas condiclones, de la Grdflca 8 tenemos que: F(p) es 

el subconjunto llamado D de las damas del conjunto F. 

F ( q ) es el subconjunto de los elementos de F que no llevan sombr£ 
ro, deslgnado per la letra S. 



Si F ( p ) es un SUBCONJUNTO de F ( q ) , 
dlremos que p- — ^q 



OJO! Esto no es una deflnlclon de la Impllcacidn, pues exlsteu 
Impllcaclones de otro tlpo. For ejetnplo: si llueve ENTONCES llevo 

ml paraguas. 



Llueve 




Llevo mi paraguas 



Desde luego si en un parqueadero el conjunto de los carros blan- 
cos es un subconjunto de los carros Ford, entonces podremos decir que, 



\ 



Para estas condiclones, de la Grdfica 8 tenemos qua: F(p) es 

el subconjunto llamado D de las damas del conjunto F« 

F ( q ) es el subconjunto de los elementos de F que no llevan sombr^ 
ro, designado por la letra S. 



Si F ( p ) es un SUBCONJUNTO de F ( q ) , 
diremos que p -~~^ q 

- - - 

OJO! Esto no es una definicion de la implicacidn, pues existeu 
implicaciones de otro tipo. Por ejemplo: si llueve ENTONCES llevo 

mi paraguas. 



Desde luego si en un parqueadero el conjunto de los carros blan- 
cos es un subconjunto de los carros Ford, entonces podremos decir que, 
en el conjunto de carros de dicho parqueadero 



Llevo mi paraguas 



Llueve 



bianco 






Ford 



Hacia el absurdo? 




Figure 9 



Considermaos la propiedad q: "no llevar sombrero"; G(q) es un 
subconjunto de G; G(q) tiene tres elementos. 
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Conslderamos la propledad r: "ser caballero", G(r) es un sub- 

conjunto de G: G (r ) tlene 2 elementos. 

A una propledad slempre le corresponde un conjunto. 

Conslderemos la propledad s: "ser animal" dlremos tambl^n que 

G ( s ) , o sea el conjunto de los elementos de G que tlene la prople 
dad de ser anlmales es un SUBCONJUNIO de G; ocurre en este caso que 
G (S ) no tlene nlngun elemento, es el conjunto VACIO que represents 
mos por 0 . 

Procedlendo de esa manera se podrA slempre conslderar el con junto 
vaclo como subcon junto de cualquler conjunto . Ejemplo: Sea el con- 

junto P de los enteros pares. El conjunto vaclo es un subcon junto 
P do que escrlblremos^/^C. ^ ). En erfecto, el conjunto de los 
elementos de P que no son mdltlplos de dos es un subconjunto de P 



ConslderAnos la propledad r: "ser caballero", G(r) es un aub« 

Ronjunto de G: G (r ) tlene 2 elementos. 

A una propledad slempre le corresponde un con junto . 

Consideremos la propledad s: "ser animal" diremos tambl4n que 

G ( 8 ) , o sea el conjunto de los elementos de G que tlene la prople 
dad de ser animal es es un SUBCONJUNTO de G; ocurre en este caso qua 
G (S ) no tlene nlngun elemento, es el conjunto VACIO que represents 
mos por 0 . 

Procedlendo de esa manera se podrd slempre conslderar el conlunto 
vacio como subconlunto de cualauler conjunto . Ejemplo: Sea el con- 

junto P de los enteros pares . El conjunto vacio es un subconjunto 
<Se P (lo que escrlblremo8^;^cS ^ )• En efecto, el conjunto de los 
elementos de P que no son multlplos de dos es un subconjunto de P 
pern como resjilta que todos los numeros pares son multlplos de dos, 
entonces el conjunto de los elementos de P que no son multlplos de 
dos, es el conjunto vacio; conclusion: 




Figure 10 

Sea H un conjunto de figures. H es nuestro referenda! . En 
ese conjunto las figures estAn plntadas de un solo fondo. 
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Sea H ( d ) el subconjunto de los discos de H. Es evidente que 
H ( d ) es un con Junto vaclo: 

H ( d ) - 0 

Pero, segun lo dlcho anterlormente , como H(d) es el conjun 
to vaclo, H(d ) se puede conslderar tambl^n como subconjunto de 
HCa) Subconjunto de los elementos de H que son azules. 

H( d ) C. H (a) 



Desde luego 




(Es clerto que no se puede encontrar en el conjunto H un disco que 
no sea azul) . 



Por otra parte > si se designs por H ( n ) el subconjunto de los 
elementos de H que son negros, se puede decir tambl^n que el subcon 
Junto H(d) de los discos de H es un subconjunto de H(n) pues, 
segun lo vlsto anterlormente, H ( d ) es vaclo y el conjunto vaclo 
es un subconjunto de cualquler conjunto. 

H (d ) <Z. H (n ) 



Desde luego 




(Es clerto que no se puede encontrar en el conjunto H un disco que 
no sea negro) . 
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Pero si conslderamos las dos implicaclones : 



disco 



azul 



disco 



^ negro 



Podemo's notar que tenemos a la vez 



disco 






azul 



y 



disco 



no azul 



Pues si un elemento es negro no es azul. 

Llegamos entonces en la situacion en que un elemento a la vez 
tiane una propiedad y no la tiene; eso no se puede sino en el caso 
de que el conjunto de tales elemantos sea el conjunto vacio. 

Si un conjunto E no es vacio, y consideramos cierta propiedad 
p admitiremos en matemdtica que no hay sino dos posibilidades para 
cualquier elemento de E: 

0 ese elemento cumple con p 

0 ese elemento no cumple con p 

Pa:^.-'' probar que un conjunto es vacio se podr£a entonces probar 
que sus elementos cumplen a la vez con una propiedad y con la nega- 
cion de la inisina. 
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UNOS EJERaCIOS 



_iJ Conslderemos la proposlclon p slguiente: 



Todos lo8 elefanves de loa llanos colonbianos 
son Verdes 



Es clerto o falso? 

Es clerto porque en los llanos colomblanos no se puede encon* 
trar ningitn elefante verde. 






Conslderemos la proposlcldn p 



UNOS EJERCICIOS 




Conslderemos la proposlcl6n p slgulente: 

Todos los elefantes de los llanos colomblanos 
son Verdes 



Es clerto o falso? 



Es clerto porque en los llanos colomblanos no se puede encon- 
trar nlngtln elefante verde. 

2 I Conslderemos la proposlcldn p 

— 2 

\ 

Todos'v^os elefantes de los llanos colomblanos 
no son Verdes 

Es clerto o falso? 

Es clerto porque en los llanos colomblanos no se puede encontrar 
nlngun elefante no verde. 

3 I SI a un extranjero que no sabe nada de Colombia pero sabe loglca 

Matemdtlca se le dice: 

las proposlclones p y p son clertas 

1 2 



Que puede conclulr este extranjero? 

El conjunto de elefantes es tal que sus elementos cumplen a la 

vez con una propledad y su negacl6n; entonces ese conjunto es vaclo, 

de tal manera que se puede conclulr: en los llanos colomblanos no 

vlve nlngun elefante. 
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4 Conslderemos laa slgulentes sltuaciones: 




Analicemos en curies conjuntos las slguientes proposiclones. 



son clertas. 



Proposlcl6n 

P 


, — - — . - . - . ........ 

Todas las personas llevan 
sombrero 


conjuntos 




1 



proposlclon 
no p 


NEGACION DE 

Todas las personas llevan 
sombrero 


conjuntos 




5 



proposlcldn 


LO CONTRARIO DE 






Todas las personas llevan 





Analicemos en curies conjuntos lea siguientes propos ic tones , 



son ciertas. 



Proposicl6n 

"p" 


Todas las personas llevan 
sombrero 


conjuntos 




1 



\ 



proposicion 
no p 


NEGACION DE 

Todas las personas llevan 
sombrero 


conjuntos 




5 



propo8ici6n 

M 

CO p 


LO CONTRARIO DE 
Todas las personas llevan 
sombrero 


conjuntos 




1 



proposicl6n q: 


TODAS LAS NIRAS LLEVAN SOMBRERO 


q cierta en los 


1 

1 

» 

1 


3 


conjuntos 


1 

1 




la proposicidn 


» 

1 




"no q" es cierta 


1 

1 


w) 


en los conjuntos 


1 

f 




la proposicidn 
"co q" es cierta 
en los conjuntos 


1 

1 

1 

J 

1 

i 


2 
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proposicldn 2: TODOS LOS NlSOS LLEVAN SOMBRERO 



r clerta en los 
conjuntos 



3 



la proposlcl6n 
"no r" es cierta 
en los conjuntos 



ZL 



la proposlcl6n 
"co r" es cierta 



2 



proposlcidn 2: TODOS LOS NiflOS LLEVAN SOMBRERO 


r clerta en los 1 

t 

conjuntos | 

1 


3 


la proposlcl6n | 

"no r" es clerta ^ 

1 

en los conjuntos | 


ZL 


1 

1 

la propo3lcl6n | 

"co r" es clerta 1 

en los conjuntos | 


2 



Para cuSles conjuntos: 



ser nlfla 




llevar sombrero 








llevar sombrero 




ser nlfla 








ser nlflo 




llevar sombrero 








llevar sombrero 


=> 


ser nlflo 








no ser nlfla 




llevar sombrero 








no llevar sombrero 




ser nlflo 








no llevar sombrero 




ser nlfla 



con juntos 





5 






2 












2 






■X 


1 




5 






2 
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